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Abstract. Nonparametric survival distributions find, more and more,
applications in a variety of field: reliability theory and survival analysis,
queueing theory, maintenance, stock management, theory of the econ-
omy, . . . The purpose of this paper is to use lower and upper bounds, in
term of average means of the reliability functions belonging to the fol-
lowing distributions classes: IFR,DFR, NBU and NWU , which are
presented by Sengupta (1994), to bound some of characteristics. We
use some of these laws to evaluate the mean stationnary waiting time in
GI/GI/1 queueing system, by bringing up to date those bounds found
by Stoyan (1983). As application to renewal theory and reliability, we
use qualitative properties of time of repair to bound the mean of life
system.

Résumé. Les distributions non paramétriques de survie trouvent, de
plus en plus, des applications dans des domaines très variés, à savoir :
théorie de fiabilité et analyse de survie, files d’attente, maintenance,
gestion de stock, théorie de l’économie, . . . L’objet de ce travail est
d’utiliser les bornes inférieures et supérieures (en terme de la moyenne)
des fonctions de fiabilité appartenant aux classes de distribution de
type IFR,DFR, NBU et NWU , présentées par Sengupta (1994), pour
l’évaluation de certaines caractéristiques. Nous utilisons certaines de ces
lois pour l’évaluation des bornes du temps moyen d’attente dans la file
d’un système d’attente de type GI/GI/1, en actualisant celles trouvées
par Stoyan (1983). Comme application à la théorie de renouvellement
et de fiabilité, nous utilisons les propriétés qualitatives des temps de
réparation pour borner le temps moyen de vie d’un système à deux
éléments réparables.
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1. Introduction

Le problème d’évaluation des performances d’un système d’attente se limite
parfois à la recherche des bornes pour les caractéristiques en raison de la difficulté
d’utilisation des résultats exacts existants [4,5,12]. Plusieurs méthodes d’approxi-
mation ont étés proposées (voir [1, 2, 8–10, 12]). Certaines de ces approximations
sont faites en utilisant les classes de distributions non paramétriques. Ces dernières
trouvent des applications dans des domaines très variés tels que : la théorie de fia-
bilité et analyse de survie, files d’attente, maintenance, gestion de stock, théorie
de l’économie, . . .

Dans ce travail nous proposons l’utilisation de la propriété qualitative d’une
distribution pour l’évaluation de certaines caractéristiques. Cette propriété permet
de désigner la classe à laquelle appartient la distribution en question, à savoir :
IFR, NBU, DFR, NWU, . . .

À défaut d’informations suffisantes, cette propriété apporte souvent une
première approximation dans les modèles de fiabilité [3, 6, 7, 11].

Dans la section 2, nous considérons la propriété de l’appartenance des distribu-
tions des temps des inter-arrivées, dans un système d’attente de type GI/GI/1, à
une classe de distribution non paramétrique donnée (IFR ou NBU).

La borne inférieure ou supérieure associée à la fonction fiabilité (voir Tab. 11)
est utilisée dans la relation (2). Cette relation exprime la propriété de monotonie
externe [12] permettant de comparer deux systèmes d’attente, ce qui nous permet
d’établir une borne inférieure ou supérieure pour le temps moyen d’attente dans
la file du système d’attente GI/GI/1. L’expression analytique exacte du temps
moyen d’attente dans cette file est donnée dans [12] par :

EW =
(m1 − mB)2 + σ2

1 + σ2
B

2(m1 − mB)
− m2

L + σ2
L

2mL
,

où mL, m1 et mB sont respectivement les moyennes de la période d’inoccupation,
du temps des inter-arrivées et du temps de service. σ2

L, σ2
1 et σ2

B sont les variances
associées.

Dans la section 3, on considère un système formé de deux éléments réparables
dont la distribution des temps de réparation appartient à une classe de distri-
butions non paramétrique donnée (IFR, NBU, DFR et NWU) et les temps de
fonctionnement sont exponentiellement distribués.

Sous la condition de comparaison exprimée dans la proposition 7.2.1 de la
référence [12] (voir la relation (5)), les résultats présentés dans le tableau 1 vont
nous permettre d’établir une borne inférieure ou supérieure pour le temps moyen
de vie du système.

1La méthode permettant d’évaluer ces bornes est présentée en détail par Sengupta dans [11].
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Tableau 1. Bornes de F (x)(basées sur le re moment mr) dans
différents cas.

Classe Borne supérieure Borne inférieure

IFR F (x) ≤

 1 si x < m

1/r
r

δx si x ≥ m
1/r
r

F (x) ≥

 inf0≤β≤x e−α si x < m

1/r
r

0 si x ≥ m
1/r
r

où

[∫ 1

0
ryr−1δy

xdy =
mr

xr

]
où

[∫ ∞

0
(β +

x − β

α
z)re−αdz = mr

]

NBU F (x) ≤

 1 si x < m

1/r
r

δx si x ≥ m
1/r
r

F (x) ≥

 δx si x < m

1/r
r

0 si x ≥ m
1/r
r

où

[∫ 1

0
ryr−1δy

xdy =
mr

xr

]
où


 ∞∑

j=0

δj
x[(j + 1)r − jr] =

mr

xr




DFR F (x) ≤

 e−(rx/x0) si x < x0

(x0/x)re−r si x ≥ x0

F (x) ≥ 0

où x0 = r

[
mr

Γ(r + 1)

]1/r

NWU F (x) ≤ δx F (x) ≥ 0

où
∞∑

j=1

δj
x [jr − (j − 1)r ] =

mr

xr

L’expression analytique de ce dernier en fonction des temps de réparation est
donnée dans [12] par la relation suivante :

ET = λ−1

(
1 +

(
1 −

∫ ∞

0

e−λt dR(t)
)−1

)
, (1)

où λ et R désignent respectivement le paramètre des temps de fonctionnement et
la distribution des temps de réparation.

2. Application au système d’attente GI/GI/1

Soit F une distribution de vie définie sur [0,∞). On note par F (t) = 1 − F (t)
la fonction fiabilité associée. Les bornes proposées par Sengupta [11] dans le cas
de l’appartenance de la distribution F à une classe non paramétrique, telles que :
IFR, NBU, DFR ou NWU , sont présentées dans le tableau 1.

Étant donnés deux systèmes A1/B1/1 (dit original) et A2/B2/1 (dit système
d’approximation), où Ai représente la distribution des temps des inter-arrivées de
moyenne mi finie, de variance σ2

i et de coefficient de variation Cai = σi/mi et Bi

la distribution de service dans le système Ai/Bi/1 d’intensité de trafic ρi, i = 1, 2.
On suppose que les deux systèmes possèdent une discipline de service FIFO

(First In First Out), une capacité infinie et que les processus d’arrivée et de service
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sont des processus de renouvellements. Notons mWi, i = 1, 2, le temps moyen
d’attente dans la file.

Le théorème 5.2.1 [12] énonce la propriété de monotonie externe. Cette propriété
permet sous la condition suffisante suivante :

A2 ≤cv A1 et B1 ≤c B2, (2)

de conclure que mW1 ≤ mW2, où ≤c (resp. ≤cv) désigne l’ordre convexe (resp.
concave).

On suppose que le système original possède la même distribution de service que
le système d’approximation tel que le second moment Eβ2 est fini.

Soit B la distribution de service, la moyenne et la variance associées à cette
distribution sont notées par mB et σ2

B, respectivement, d’où ρi = mB/mi, i = 1, 2.
Si la distribution A1 possède une propriété qualitative donnée (IFR ou NBU),

alors elle est majorée ou minorée par la distribution A2. Cette dernière est exprimée
dans le tableau 1. En utilisant cette propriété nous proposons une borne supérieure
(dans chaque cas) pour le temps moyen d’attente stationnaire dans la file du
système GI/GI/1(∞, F IFO).

2.1. Distribution IFR

On suppose que la distribution A1 appartient à la classe IFR �� Increasing Failure
Rate ��. À partir de la borne inférieure correspondant à la distribution IFR (voir
Tab. 1) et en utilisant la relation (2), on établit une borne supérieure pour le temps
moyen d’attente dans la file, donnée par :

σ2
1 + σ2

B

2m1(1 − ρ1)
− 1/2m1(ρ1 + C2

a1) ≤ mW1 ≤ Eβ2

2m1[1 − e−1 − ρ1]
· (3)

Démonstration. Si A1 est une distribution IFR, alors ∀r > 0,

A1(x) ≥ A2(x) =




e−αx si x < m
1/r
1r

0 si x ≥ m
1/r
1r

où α =
[
Γ(r + 1)

m1r

]1/r

,

avec m1r désigne le re moment de la distribution A1. Par suite, A2 ≤st A1 donc
A2 ≤cv A1, où ≤st désigne l’ordre stochastique. La condition suffisante exprimée
dans la relation (2) est alors vérifiée d’où mW1 ≤ mW2. Il suffit donc de calculer

le temps moyen d’attente mW2 dans la file du système
(

GI/ GI/ 1
A2 B

)
.

Le taux de défaillance associé à la distribution A2 est défini par λ(t) =
limx→0

(
A2(t)−A2(t+x)

xA2(t)

)
. Par conséquent, λ(t) = α sur l’intervalle [0, m

1/r
1r [ et est

non défini pour t ≥ m
1/r
1r . La distribution A2 est donc exponentielle sur l’intervalle

[0, m
1/r
1r [ et de moyenne m2 =

∫ +∞
0

A2(x) dx = 1
α (1 − e−αm

1/r
1r ) < ∞.
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Le temps moyen d’attente mW2 dans la file du système A2/B/1 est donc égal à :

mW2 =
σ2

B + m2
B

2m2(1 − ρ2)
=

Eβ2

2
α (1 − e−αm

1/r
1r )(1 − ρ2)

·

Pour r = 1, on a α = 1
m1

et m2 = m1(1 − e−1) avec ρ1 = mB

m1
, d’où

mW1 ≤ mW2 =
Eβ2

2m1(1 − e−1 − ρ1)
· �

2.2. Distribution NBU

En utilisant la borne inférieure de la fonction fiabilité correspondant à la distri-
bution A1 de loi NBU �� New Better than Used �� (voir Tab. 1) et la relation (2),
nous établissons une borne supérieure pour le temps moyen d’attente dans la file,
donnée par :

σ2
1 + σ2

B

2m1(1 − ρ1)
− 1/2m1(ρ1 + 1) ≤ mW1 ≤ Eβ2

m1[1 − e−1 − 2ρ1]
· (4)

Démonstration. Si A1 est une distribution NBU , alors ∀r > 0

A1(x) ≥ A2(x) =




δx x < m
1/r
1r

0 x ≥ m
1/r
1r

où δx est une fonction de x et de m1r telle que
∑∞

j=0 δj
x[(j + 1)r − jr] = m1r

xr ·

Si r = 1, alors δx =

{
1 − x

m1
si x < m1

0 sinon
, d’où

A2(x) =

{
1 − x

m1
si x < m1

0 x ≥ m1.

On a alors A2 <st A1 donc A2 <cv A1, d’où la condition exprimée par la rela-
tion (2). Par conséquent, mW1 ≤ mW2. Le taux de défaillance pour la fonction
A2 est alors λ(t) = 1

m1−t .1[0,m1[(t), où 1[0,m1[ désigne la fonction Indicatrice sur
[0, m1[, d’où λ(t) est une fonction croissante sur [0, m1[. Donc A2 est une dis-
tribution IFR, de moyenne m2 = m1/2 < ∞. Le temps moyen d’attente mW2

correspondant au système A2/B/1 avec A2 une distribution IFR est alors majoré
par la borne supérieure de la relation (3). On a donc
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mW1 ≤ mW2 ≤
(
σB

2 + mB
2
)

2m2[1 − e−1 − ρ2]
, avec

{
m2 =

m1

2
ρ2 = 2ρ1.

D’où, mW1 ≤ Eβ2

m1(1 − e−1 − 2ρ1)
· �

Tableau 2. Borne supérieure de la quantité m1
Eβ2 .mW1.

Classe �ρ1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
IFR 0,939 1,157 1,505 2,154 3,784 15,566
NBU 2,3142 4,3081 31,1327 × × ×

2.3. Résultats

• La borne supérieure proposée dans le cas d’une distribution IFR (voir la
relation (3)) existe sous la condition ρ1 < 1 − e−1 � 0,6321 et les valeurs
de la borne associée à la quantité m1

Eβ2 .mW1 sont données dans la première
ligne du tableau 2.

• La borne supérieure proposée dans le cas d’une distribution NBU (voir
la relation (4)) existe si ρ1 < (1−e−1

2 ) � 0, 316 et les valeurs de la borne
associée à la quantité m1

Eβ2 .mW1 sont données dans la deuxième ligne du
tableau 2.

• Les résultats sont présentés dans le tableau 2 pour différentes valeurs de
ρ1.

• La borne supérieure proposée dans chacun des deux cas (IFR et NBU)
est une fonction croissante du taux de trafic. Ceci apparâıt clairement dans
les résultats du tableau 2.

• D’après les résultats de ce tableau, le temps moyen d’attente mW1 dans
le cas IFR reste relativement faible pour les valeurs de ρ1 variant de 0,1
à 0,5 mais augmente rapidement dès que ρ1 dépasse 0,5.
Dans le cas NBU , le temps moyen d’attente dans la file du système devient
important dès que ρ1 dépasse 0,2. On note que le maximum obtenu pour
cette valeur dépasse largement celui atteint dans le cas IFR.

Remarque 1. La borne inférieure de la relation (3) (donnée dans le cas IFR) est
la borne proposée par Kleinrock [8]. Cette même borne est proposée par Stoyan
[12] dans le cas d’une distribution DMRL �� Decreasing Mean Residual Life ��. Elle
reste donc valable dans le cas IFR en raison de la relation IFR ⇒ DMRL.

Elle est proposée par Stoyan [12] dans le cas d’une distribution NBUE �� New
Better than Used in Expectation �� avec C2

a remplacée par 1. Elle reste donc va-
lable car IFR ⇒ NBU ⇒ NBUE. D’où la borne inférieure de l’inégalité (4)
correspondante au cas NBU .
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Remarque 2. Dans le reste des cas, il parâıt difficile d’obtenir des bornes, en
raison de :

• La difficulté d’obtention de la fonction δx dans les bornes supérieures pour
les classes IFR, NBU et NWU �� New Worse than Used ��, ce qui ne permet
pas la détermination de la distribution A2.

• L’appartenance de la fonction borne à la même classe de distributions pour
le cas DFR �� Decreasing Failure Rate ��.

La borne inférieure de la relation (4) correspondante au cas NBUE (voir Rem. 1)
est une borne supérieure dans le cas d’une distribution NWUE [12]. Elle est donc
une borne supérieure pour une distribution DFR ou NWU (car DFR ⇒ NWU ⇒
NWUE).

3. Application à la théorie de renouvellement

Considérons un système formé de deux éléments réparables ξ1 et ξ2. À l’ins-
tant t = 0, l’élément ξ1 fonctionne jusqu’à la défaillance à la date t = X0 où
la réparation commence à s’effectuer sur cet élément et prend un temps égal
à Y1, alors que ξ2 commence à fonctionner jusqu’à sa défaillance à la date X1.
Si X1 ≤ Y1, le système s’arrête à la date X0 + X1. Sinon, ξ1 fonctionne encore à
la date X0 + X1 alors que la réparation de ξ2 est commencée.

Les temps de fonctionnement X0, X1, . . . sont supposés indépendants identique-
ment distribués et indépendants des temps de réparations successives Y1, Y2, . . . ,
qui sont aussi indépendants, identiquement distribués, de moyenne d’ordre r
notée mr, r ≥ 1, de variance σ2

R et de coefficient de variation CR = σR/m1.
On définit N = inf{n : Xn < Yn}. Le temps de vie T du système est la variable

aléatoire T = X0 + X1 + . . . + XN .
On suppose que les temps de fonctionnement Xi sont exponentiellement dis-

tribués, de paramètre λ et que les temps de réparation ont une fonction distribu-
tion R appartenant à une classe de distributions non paramétrique donnée.

Le temps moyen de vie du système est exprimé en fonction des temps de
réparation par la relation (1).

La proposition 7.2.1 énoncée dans [12] permet la comparaison du temps moyen
de vie de deux systèmes identiques à deux éléments réparables (tels que décrits
ci-dessus) ayant pour fonctions de distribution des temps de réparation les fonc-
tions R1 et R2 et tels que λ1 et λ2 sont les paramètres des temps de fonctionnement.
Sous la condition suivante :

λ1 ≤ λ2 et R1 <L R2, (5)

où <L désigne l’ordre Laplacien.
Les temps de vie moyens des deux systèmes sont tels que ET1 ≥ ET2. Stoyan

[12] propose les deux résultats suivants :

1 + (1 − e−λm1)−1 ≤ λET ≤ 1 + (1 + C2
R)/(1 − exp(−λm1(1 + C2

R))),
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et si R est NBUE , alors

1 + (1 − e−λm1)−1 ≤ λET ≤ 1 + (1 + λm1)−1. (6)

On suppose dans toute la suite que λ1 = λ2 = λ. La distribution des temps de
réparation R1 est majorée ou minorée par la distribution R2. Cette dernière est
exprimée dans le tableau 1 suivant la propriété qualitative de R1 (IFR, NBU,
DFR ou NWU ). En utilisant cette propriété, nous évaluons les bornes inférieures
ou supérieures pour le temps moyen de vie du système.

3.1. Temps de réparation IFR

On suppose que la distribution R1 appartient à la classe IFR �� Increasing Failure
Rate ��. À partir de la borne inférieure correspondante à la distribution IFR (voir
Tab. 1) et en utilisant la relation (5), on établit une borne inférieure pour le temps
moyen de vie du système exprimé par la relation (1). Cette borne est donnée par :

1 + (1 + β)−1 ≥ λET1 ≥
[
1 +

β−1 + 1
1 − e−(1+β)

]
, avec β = λm1.

Démonstration. Si R1 est IFR, alors ∀r > 0,

R1(x) ≥ R2(x) =

{
e−αx si x < m

1/r
r

0 si x ≥ m
1/r
r

α =
[
Γ(r + 1)

mr

]1/r

·

On a alors R1 >st R2. Donc R2 <L R1, d’où la condition (5). Par conséquent,
pour toute fonction f monotone et dérivable,

∫∞
0

f(x) dR2(x) ≤ ∫∞
0

f(x) dR1(x).
En particulier, si f(x) = e−λx, on a :

∫ ∞

0

e−λx dR2(x) ≤
∫ ∞

0

e−λx dR1(x) (7)

d’où,

∫ ∞

0

e−λx dR1(x) ≥ 1
β + 1

[
1 + βe−α(1+β)m1/r

r

]
, avec β =

λ

α
·

Par conséquent,

ET1 ≥ λ−1

[
1 +

1 + β−1

1 − e−(1+β)(Γ(r+1))1/r

]
, β =

λ

α
et r > 0.

Le résultat est obtenu pour r = 1. �
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3.2. Temps de réparation NBU

En utilisant la borne inférieure de la fonction fiabilité correspondante à la dis-
tribution R1 de loi NBU �� New Better than Used �� (Tab. 1) et la relation (5), on
établit une borne inférieure pour le temps moyen de vie du système (exprimé par
la relation (1)), donnée par :

1 + (1 + β)−1 ≥ λET1 ≥ 1 +
β

β + e−β − 1
, β = λm1.

Démonstration. Si R1 est NBU , alors pour r = 1

R1(x) ≥ R2(x) =
{

1 − x
m1

si x < m1

0 si x ≥ m1.

D’où, R2 <st R1. Donc, R2 <L R1. En utilisant la relation (7) on obtient,

∫ ∞

0

e−λx dR1(x) ≥ 1
β

(1 − e−β), où β = λm1.

D’où,

ET1 ≥ λ−1

[
1 +

β

β + e−β − 1

]
· �

3.3. Temps de réparation DFR

En utilisant la borne supérieure de la fonction fiabilité correspondante à la
distribution R1 de loi DFR �� Decreasing Failure Rate �� (Tab. 1) et la relation (5),
on établit une borne supérieure pour le temps moyen de vie du système, donnée
par :

1 + (1− e−λm1)−1 ≤ λET1 ≤
[
1 +

r + θ

θ(1 − e−(r+θ)) + (r + θ)e−rθr
∫∞

θ
x−re−x dx

]
,

θ = λx0.

Démonstration. Si R1 est DFR, alors,

R1(x) ≤ R2(x) =

{
e−(rx/x0), x < x0

(x0/x)re−r, x ≥ x0,
tel que x0 = r

[
mr

Γ(r + 1)

]1/r

·

D’où R1 <st R2. Donc, R1 <L R2. On a alors

∫ ∞

0

e−λx dR1(x) ≤
∫ ∞

0

e−λx dR2(x). (8)
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D′où,

∫ ∞

0

e−λx dR1(x) ≤ 1
r + λx0

(
λx0e−(r+λx0) + r

)
−λxr

0e
−r

∫ +∞

x0

x−re−λx dx.

Par conséquent, pour tout r > 0,

ET1 ≤ λ−1

[
1 +

r + θ

θ
(
1 − e−(r+θ)

)
+ (r + θ)e−rθr

∫∞
θ

x−re−x dx

]
, θ = λx0.

Le résultat est obtenu pour r = 1. �

3.4. Temps de réparation NWU

En utilisant la borne supérieure de la fonction fiabilité correspondant à la dis-
tribution R1 de loi NWU �� New Worse thand Used �� (Tab. 1) et la relation (5),
on établit une borne supérieure pour le temps moyen de vie du système, donnée
par :

1 + (1 − e−λm1)−1 ≤ λET1 ≤
[
1 +

1
1 − θeθ

∫∞
θ

e−xx−2 dx

]
, θ = λm1.

Démonstration. Si R1 est NWU , alors pour r = 1 on a R1(x) ≤ R2(x) =
m1

m1+x , x > 0. D’où, R1 <st R2. Donc, R1 <L R2. En utilisant la relation (8)
on obtient, ∫ ∞

0

e−λx dR1(x) ≤ m1

∫ +∞

0

e−λx

(m1 + x)2
dx.

Par conséquent,

ET1 ≤ λ−1

[
1 +

1
1 − θeθ

∫∞
θ

e−xx−2 dx

]
, θ = λm1. �

Remarque 3. La borne supérieure de la relation (6) correspondant au cas NBUE
est aussi une borne supérieure dans le cas de la distribution des temps de réparation
appartenant à la classe IFR ou NBU . Ceci est justifiée par la relation suivante :

IFR ⇒ NBU ⇒ NBUE .

Remarque 4. On vérifie aisément que les bornes inférieures que nous avons
proposées dans cette partie, pour les temps moyens de vie d’un système à deux
éléments réparables, dans le cas IFR et NBU sont plus fines que celles proposées
par Stoyan [12].

Remarque 5. La borne inférieure de la relation (6) est une borne proposée par
Stoyan pour n’importe quelle distribution des temps de réparation. On peut donc
l’utiliser dans le cas DFR et NWU .
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Remarque 6. Dans le cas des distributions DFR et NWU , les bornes supérieures
que nous avons proposées sont fonction de l’intégrale :

∫ ∞

θ

e−yy−r dy, avec θ = λmr.

Cette intégrale est convergente pour toute valeur de r positive.

4. Conclusion

Dans ce travail nous avons traité le problème d’évaluation de performances
d’un système d’attente de type GI/GI/1 et d’un système formé de deux éléments
réparables, en utilisant des distributions non paramétriques. Nous avons considéré
la propriété qualitative de la distribution des temps des inter-arrivées pour le pre-
mier système et celle de la distribution des temps de réparation pour le deuxième
système.

Les caractéristiques étudiées sont le temps moyen d’attente dans la file du pre-
mier système et le temps moyen de vie dans le deuxième système. On note que
dans ce cas, nous obtenons des bornes pour ces caractéristiques. La propriété qua-
litative est utilisée à défaut d’information suffisante et elle apporte souvent une
première approximation dans les modèles de fiabilité [3, 6, 7, 11].

Les bornes proposées dans cet article peuvent être utilisées pour d’autres classes
de distributions : dans le premier système étudié, la borne supérieure proposée pour
le temps moyen d’attente dans le cas NBU (relation (4)) peut être utilisée pour
la classe IFRA �� Increasing Failure Rate on the Average ��, car IFRA ⇒ NBU .

Dans le deuxième système considéré, on peut utiliser les bornes proposées pour
d’autres classes de distributions des temps de réparation, en tenant compte des
relations suivantes :

IFR ⇒ IFRA ⇒ NBU et DFR ⇒ DFRA ⇒ NWU .
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